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摘　　　要：针对各向异性Ｃｈａｂｏｃｈｅ黏塑性本构方程，利用有效参数控制法推导了该方程的隐式积分算法，

该算法把所有未知量都用同一个控制参数表示，并形成控制方程，从而把本构方程应力积分的问题转化成一

个非线性控制方程的求解问题．该积分算法程序，与通用有限元软件 Ｍａｒｃ结合，通过单个单元对单向拉伸、

循环、松弛的响应的实验数据进行了数值模拟，通过与显式算法对比，该隐式算法的稳定性和收敛性有所提

高．构件的对比分析也表明隐式算法比显式算法具有较高的效率．
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　　定向凝固合金和单晶合金在组织结构和力学
性能上都是各向异性的，黏塑性本构模型一般建
立在各向同性材料上，这些模型不能直接应用于
各向异性材料．基于唯象方法人们对这些本构模
型进行修正，通过在流动方程、随动硬化等方程中
引入４阶张量来表现各向异性［１－３］．各向同性本构
方程最常用的是欧拉积分方法［４］，但隐式的欧拉
算法会使各向异性本构方程的数值积分变复杂，
有必要寻求一种有效的积分算法．有关文献中所
提出的有效参数控制法ＧＰＭ（ｇｏｖｅｒｎｉｎｇ　ｐａｒａｍｅ－
ｔｅｒｓ　ｍｅｔｈｏｄ）对许多问题的求解都是有成效的，
这种方法已被应用到塑性、蠕变等多种问题的计
算中［５－８］．上世纪七八十年代欧洲的法国宇航局提
出了一种统一的本构理论，称Ｃｈａｂｏｃｈｅ黏塑性
统一本构理论．该理论对高温合金承受复杂热、机
械载荷下的力学行为方面有独到之处［９］．本文使
用有效参数控制法，作为Ｃｈａｂｏｃｈｅ各向异性黏
塑性本构方程应力积分的隐式算法．

１　本构方程应力积分的迭代格式

为简单起见，在ｔ，ｔ＋Δｔ之间的时间间隔，在
下面的式子中采用ｙｎ＝ｙ（ｔｎ），ｙｎ＋１＝ｙ（ｔｎ＋１）表示
方法．各向异性Ｃｈａｂｏｃｈｅ黏塑性本构方程含有
表示方向的４阶各向异性张量．
非弹性应变增量为

Δεｉ ＝ ３２ΔλＭ
：（Ｓｎ＋１－Ωｎ＋１） （１）

其中Ｍ 是４阶各向异性张量．

Δλ＝ σ^ｎ＋１（ ）Ｋ

ｎ０ １
σ^ｎ＋１＋Ｒｎ＋１＋ｋ

Δｔ （２）

　　Δλ是非负标量．并且有

Δλ＝ １
σ^ｎ＋１＋Ｒｎ＋１＋ｋ

Δｐ （３）

其中

Δｐ＝∫
ｔ＋Δｔ

ｔ

２
３Ｍ

－１：εｉ：ε槡 ｉｄｔ （４）

称为累积非弹性应变增量．
σ^ｎ＋１＋Ｒｎ＋１＋ｋ＝

３
２Ｍ

：（Ｓｎ＋１－Ωｎ＋１）：（Ｓｎ＋１－Ωｎ＋１槡 ） （５）

　　用背应力表示运动硬化，背应力分量Ω（ｋ）的

增量表达式可以近似写成

ΔΩ（ｋ）＝ １
１＋Ａ（ｋ）１

２
３ａｋｃｋＴ１

：Δεｉ［ －

ｃｋΦ（ｐｎ＋１）Ｑ１：Ω（ｋ）
ｎ Δｐ－

　
　β

ｋ｜Ｊ（Ω（ｋ）
ｎ＋１）｜ｒｋ－１　Ｐ１：Ω

（ｋ）
ｎ Δ ］ｔ （６）

式中Ｔ１，Ｐ１，Ｑ１ 是４阶正交各向异性张量，其中
Ｔ１，Ｑ１ 用来描述塑性的各向异性，Ｐ１ 用来描述蠕
变的各向异性。

Ａ（ｋ）１ ＝ｃｋΔｐＱ１：＋βｋ｜Ｊ（Ω
（ｋ）
ｎ＋１）｜ｒｋ－１ΔｔＰ１：　（７）

　　通常Ω取２个分量（Ｎ＝２）

ΔΩ＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ΔΩ（ｋ） （８）

　　定义Φ（ｐｎ＋１）为各向同性硬化变量对运动变
量的影响．

Φ（ｐｎ＋１）＝Φ∞ ＋（１－Φ∞）ｅ－ｗｐｎ＋１ （９）

　　内变量Ｒ的表达式可以写成

Ｒｎ＋１ ＝ａＲ（ｂＱΔｐ＋Ｒｎ） （１０）

ａＲ ＝ （１＋ｂΔｐ）－１ （１１）

　　有效应力偏量的不变量

Ｊ２　Ｍ（Ｓ－Ω）＝ ３
２Ｍ

：（Ｓ－Ω）：（Ｓ－Ω槡 ）

（１２）

　　方程中Ｋ，ｋ，ｎ０，ｃｋ，ａｋ，βｋ，ｒｋ，ｂ，Ｑ，ｗ 是材料
参数．
弹性应力增量和应变增量之间的关系

Δσ＝Ｄ：（Δε－Δεｉ） （１３）

　　增量形式偏应力偏应变的弹性本构关系

ΔＳ＝Ｄ′：Δεｅ （１４）

式中Ｄ′是偏应力偏应变关系的４阶正交各向异
性弹性本构张量，Δεｅ是ｔ＋Δｔ时刻的弹性应变增
量的偏张量．

ΔＳ＝Ｄ′：（Δε＊ －Δεｉ） （１５）

式中Δε＊是试探应变增量的偏张量．记

ΔＳ＊ ＝Ｄ′：Δε＊ （１６）
注意到式（１５）和式（１６），有

Ｓｎ＋１ ＝Ｓｎ＋ΔＳ＊ －Ｄ′：Δεｉ （１７）

　　可得

Ｓｎ＋ΔＳ＊ －（Ωｎ＋ΔΩ）＝
（Ｓｎ＋１－Ωｎ＋１）＋Ｄ′：Δεｉ （１８）

　　于是从式（１）、式（６）和式（１８）用隐式算法
可得

Ｉ４＋３２ΔλＤ′
：Ｍ＋Ｔ１：∑

ｋ

ａｋｃｋ
１＋Ａ（ｋ）１

Δλ（ ）Ｍ ：

（Ｓｎ＋１－Ωｎ＋１）＝

Ｓｎ＋ΔＳ＊ －Ωｎ＋Φ（ｐｎ＋１）Ｑ１：∑
ｋ

ｃｋΩ（ｋ）
ｎ

１＋Ａ（ｋ）１
Δｐ＋

Ｐ１：∑
ｋ

βｋ｜Ｊ（Ω
（ｋ）
ｎ＋１）｜ｒｋ－１Ω

（ｋ）
ｎ

１＋Ａ（ｋ）１
Δｔ （１９）

５３５２
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式中Ｉ４ 为４阶单位张量。
注意到恒等式

ｔｒ（Ｓｎ＋１－Ωｎ＋１）≡０ （２０）

　　解出（Ｓｎ＋１－Ωｎ＋１）后，利用式（５）得到控制
方程

ｆｎ＋１ ＝Ｍ：（Ｓｎ＋１－Ωｎ＋１）：（Ｓｎ＋１－Ωｎ＋１）－
２
３
（^σｎ＋１＋Ｒｎ＋１＋ｋ）２ ＝０ （２１）

　　在ｔ＋Δｔ时刻应力、应变和内变量必须满足
式（２１）．利用式（１０）和式（１１）可以用 Δｐ 表
示Ｒｎ＋１．
利用式（２）和式（３）求得

σ^ｎ＋１ ＝Ｋ Δｐ
Δ（ ）ｔ

１／ｎ０
（２２）

利用式（２）得到

λ＝ １
σ^ｎ＋１＋Ｒｎ＋１＋ｋ

σ^ｎ＋１（ ）Ｋ

ｎ０
（２３）

　　再加上已知的量，式（２１）可以看作累积非弹
性应变增量Δｐ的单自变量的函数，即

ｆｎ＋１ ＝ｆｎ＋１（Δｐ） （２４）

上式称为控制方程，Δｐ称为控制参数．

２　有效参数控制法（ＧＰＭ）

ＧＰＭ方法的主要思想是将本构方程的积分
问题转化为求解一个非线性方程，从而提供一个
适用大时间步长的有效计算过程．如果所有未知
量都可以用同一个控制参数表示，并使用控制参
数形成一个控制方程，求解控制方程得到控制参
数，就能够用得到的控制参数计算所有的未知量，
这就是有效参数控制法．
在这里使用Δｐ作为控制参数，对形如ｆ（ｘ）＝

０的非线性控制方程的求解．对本构方程进行积
分的基本过程如图１所示，对给定的应变增量Δε
和时间步Δｔ，本构方程从时间ｔ＝ｔｎ 的确定状态
计算ｔ＝ｔｎ＋１的更新状态．

图１　本构更新

Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｔｕｓ　ｕｐｄａｔｉｎｇ

在ｔ时刻增量步开始时，已知的量是εｎ，σｎ，

εｉｎ，Ωｎ（Ｋｎ，Ωｎ）和Δε．需要求解时间步结束时的
未知量为σｎ＋１，εｉｎ＋１，Ωｎ＋１（Ｋｎ＋１，Ωｎ＋１）．用控制参
数和已知量表达未知量，控制方程用搜索和迭代
法求解［１０－１１］．

３　计算结果

为了考察隐式积分算法的效果，将该算法写
成子程序集成到 Ｍａｒｃ有限元程序中．欧拉自适
应步长显式积分算法 ＳＡＦＥ（ｓｅｌｆ－ａｄａｐｔｉｖｅ　ｆｏｒ－
ｗａｒｄ　ｅｕｌｅｒ　ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ）用来作为对比．
显式方法把时间步长Δｔ进一步划分为若干等份，
从ｔｎ 开始通过这些等份次的显式计算逐次推进
到ｔｎ＋１的结果，而ＧＰＭ法不对Δｔ再划分．用１个
单元的有限元模型模拟试件，表１列出了计算项
目，有限元主程序对２种算法取相同的步数．
ＤＺ１２５材料的实验数据和Ｃｈａｂｏｃｈｅ黏塑性本构
方程的材料常数由周天朋给出［１２］．

表１　６５０℃下ＤＺ１２５材料的计算项目的

步数及花费时间

Ｔａｂｌｅ　１　Ｓｔｅｐ　ｎｕｍｂｅｒｓ　ａｎｄ　ｔｉｍｅ　ｎｅｅｄｅｄ　ｉｎ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

ｉｔｅｍｓ　ｏｆ　ｍａｔｅｒｉａｌ　ＤＺ１２５ａｔ　６５０℃

ε ε／１０－２ｓ－１ 步数
ＣＰＵ时间／ｓ

ＳＡＦＥ　ＧＰＭ

纵向１．０　 ０．５８　 ０．４４

单向拉伸 纵向５．０　 １００　 ０．３９　 ０．３９

２．０％ 横向５．０　 ０．３９　 ０．３１

４５°方向５．０　 ０．４５　 ０．４

循环硬化 纵向１．０　 ８３２　 ５．５０　 ４．８８

±０．８％ 横向１．０　 ６．１２　 ４．９８

平均应力松弛 纵向５．０　 ９６０　 ５．９１　 ５．６７

１．６％ 横向５．０　 ７．０９　 ５．９８

图２～图４展示了Ｃｈａｂｏｃｈｅ黏塑性本构方
程的单向拉伸、循环和松弛的响应．执行了显式和
隐式２个不同的流程，数值结果几乎是相同的，但
总的来说，有效参数控制法计算花费的时间少
一些．
为进一步考察 ＧＰＭ 算法的效果，使用具有

２　８９７个等参单元、１８　５１５个节点的涡轮叶片进行
构件计算，在离心力载荷和位移约束条件下，取相
同步数并达到同样的结果，整个计算时间采用
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图２　单向拉伸结果：ε＝０．１％ｓ－１和０．５％ｓ－１，ε＝２．０％

Ｆｉｇ．２　Ｕｎｉａｘｉａｌ　ｔｅｎｓｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔ：ε＝０．１％ｓ－１

ａｎｄ　０．５％／ｓ，ε＝２．０％

图３　循环加载结果：ε＝５．０×１０－２　ｓ－１，

ε＝±０．８％，循环数１３

Ｆｉｇ．３　Ｃｙｃｌｉｃ　ｌｏａｄｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ：ε＝５．０×１０－２　ｓ－１，

ε＝±０．８％，ｃｙｃｌｅ　ｎｕｍｂｅｒ　１３

图４　平均应力松弛结果：ε＝５．０×１０－５　ｓ－１，

ε＝１．６％，循环数１５

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｘ　ｍｅａｎ　ｓｔｒｅｓｓ　ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔ：
ε＝５．０×１０－５　ｓ－１，ε＝１．６％，

ｃｙｃｌｅ　ｎｕｍｂｅｒ　１５

ＳＡＦＥ法平均为３０个小时左右，采用ＧＰＭ 法则
平均不到２６个小时，节约计算时间１３％以上，显
示了ＧＰＭ法整体上的效率．

４　结　论

通过有限元中单个单元对单向拉伸、循环和
松弛的响应的模拟，隐式算法比显式算法表现出
了较高的效率，而构件的对比分析也证实了这一
结论．进一步将该隐式积分算法与显式欧拉算法
相比，在各种情况下，隐式积分算法的稳定性、准
确性和收敛性（速度）都有较大提高，这说明编写
该隐式算法是成功的．
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